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Systemes formels pour la logique des propositions

» Axiomes (theoremes par deéfinition)
* Regles de deduction (productions)

e on déduit de nouveaux théoremes en
appliquant les regles de deduction a des
théoremes connus

But du travail de Jacques Pitrat : écrire un
programme géneéral qui découvre et/ou demontre
des théoremes dans diverses axiomatiques de la

logique des propositions
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Exemple d’axiomatique
(Lukasiewicz)

« AXiomes .:oopo(qroopgopr
- pP->0p

oD ~p~q>(9gp
 Regles : Productions p,>2pq=¢

+ Substitutions
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» AXIOMES : oopoqgroopgopr
> p->49p
2= ~p~q->9qp

(p>@=>n)>(P>9)>(@>n)
p > (q > p))
(~p>~q)>(g=>p)
* Regles : Productions p -opg=q
P.P->0=(

+ Substitutions
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Découverte et preuve d’'un nouveau théoreme

Al(p>(@>r)>(p>9)>(p=>r)) donnele
theoreme T (p>(q>p))>((p>9)>(p>p)
M1 p,p2q9g= q donnele metatheoreme

M2 p>(Q>p)p2(d2p)>((pP>29)>(g>Dp))

=>P>29)>(p>p)

c est-a-dire
A2, T=(p>09)>(p>p)
donc (p © q) © (p = p) est un théoreme
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Jacques Pitrat decouvre, etudie et utilise
un algorithme (*) qu’il appelle algorithme

de dérivation et qui et tres proche de
I"algorithme d’unification trouve
iIndépendamment par Robinson, et qui
donne les substitutions les plus géenérales.

(*) qu’il n"avait pas le droit de publier avant
d’avoir soutenu sa these
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Recherche de nouvelles productions - Métathéoremes

On aimerait bien avoir d’autres productions, en particulier de la forme A = B qu’'on
pourrait appliquer a n‘importe quel théoréme T pour donner d’autres théoremes.

Exemple : Supposons que p © (q 2 r) soit un théoreme

Al(pT=>(@1=>r1))=>((p1=>2q91)>(p1>r1))
+T (P2 (q 2r) donne T1  (p>2q)>(p>r)

A2 p2 > (92> p2)
+T1 (p=q)=>(p>r) donne T2 92 >((p=q) = (p>r)
A1 (p3>( g3 > r3)) >  (p3 > a3 )>(p3> 1))
12 g2> ((p> q)>(p > r)) donne T3 (g2 > (p=q)) = (92 > (p=r))
13 (2> (p=>q))>(@>(p>7r)
+A2 p4 o (g4 o p4) donne T4 go(p>r)
d’ou le métathéoremep o> (gor)=qg>(p>r)
intéressant mais pas général

Dominique Pastre Journée en hommage a Jacques Pitrat - 6 mars 2020 9



Metathéoremes

*oOnNavu p>(q>r=q9g>(p=>r))

*ona p,p-9g=49
eOnNaaussli poq,gqo>r=por

On peut en trouver d’autres, mais Ils ne sont pas
genéraux.

Il faut que ce soit le programme qui les découvre
avec ... des métametathéoremes
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Meéetametathéeoremes

genéraux (Il y en a 8)
a=>b:b>c-a=c
a,b=>c-b,a=c

a.a=>b->b

spécifiques a une axiomatique
(P>q)-p=q
p=(Q>r)-p,qg=r
P=>2(@Q>=>r)~-(P=2q9)=(pP>T))
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Metameéetameétathéoremes

5 métametametathéoremes tous genéeraux
a,b=>c~~a-b=c

a,b=>c~p=>a-p,b=>c
gui géenerent des metametathéoremes qui ...

Pour décider ou non de garder un nouveau

(méta)"théoreme, son intérét est evalué (sa structure,
le nombre de connectives, intéréts de ce qui precede
(et des conséquences précedentes), ...).
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Résultats

M1+ MMM1donne (p>2q) - p=q MM1
M1 + MMM2 p=(g>r)-p,q=r MM2
T2 + MM1 p= (q>p) M3

po(Q>r=q>(p>r) M8

PpOPp T9

~~p D P T13
D D ~~p T14
(~p>q)>(~q>p) T17
(p>9)>(~q>~p) 124
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1972

Séminaire d’Intelligence artificielle du 7 janvier

 logique et demonstration de théoremes

* Principe de Résolution + une démonstration détaillée (théorie des
groupes)

* il y a 2 familles de méthodes :
- s’inspirer de ce que fait le mathématicien vs principe de résolution

- avantages du principe de résolution : généralité, programmes simples,
résultats theoriques

- inconvenients : pas constructif, formalisation lourde, trop général donc
pas performant, beaucoup de papiers mais peu de programmes

 théorie des ensembles (Bledsoe), trés proche de ce que fait le
mathématicien

Dominique Pastre Journée en hommage a Jacques Pitrat - 6 mars 2020 14



DEA
théses avec J.Pitrat

Dernier cours du DEA

* heuristiques pour choisir un sujet de these
Les premieres theses encadrées

« 8 theses de démonstration automatique et/ou
resolution de problemes mathematiques
parmi les 14 premieres theses (jusqu'en 1978)

* 16 au total (jusqu'en 1994)
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1970, trigonometrie, J-L.Delaye

1972, calcul de limites, J-P.Laurent

1973, identité, raisonnement par réecurrence, M.Vivet

1974, équations trigonomeétriques, M.GrandBastien

1974, arithmeétique, R.Dallard

1975, exercices d’algebre, A.Durand

1975, logique des predicats du premier ordre avec égalité, A.Hertz
1975, constructions géométriques, M.Buthion

1976, théorie des ensembles, D.Pastre

1976, problemes combinatoires, J-L.Lauriere (thése d’état)
1978, équations d’'arithmétique, D.Bourgoin

1978, représentation des ensembles, Topologie, B.Mérialdo
1980, théorie des groupes, M.Gillet

1984, (méta)connaissances en mathématiques, D.Pastre (thése d’état)

1984, expertise pour le calcul formel, M.Vivet (these d'état)
+ 1982, manipulation formelle d’expressions, M.Baron (avec JLL)
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Dominique Pastre

PROVER (Bledsoe)
DATTE et Muscadet

Journée en hommage a Jacques Pitrat - 6 mars 2020

17



De PROVER et DATTE a Muscadet
regles et métaregles

e 2 programmes

- PROVER (Bledsoe), sequents, découpages, reecritures,
puis Principe de Resolution

- DATTE, représentation du theoreme a demontrer,
regles construites par un programme
» 4 versions du systeme a base de connaissances Muscadet
- faits, regles et métaregles
- bases de connaissances genérales
+ domaines particuliers,
- version tout a fait generale (TPTP)
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PROVER (Bledsoe)

decoupages et reécritures (SPLIT et REDUCE)

INPUT général OUTPUT
- ANB » deux théorémes A et B
Vx P(x) P(x)
p— (AAB) (p =A) A (p —B)
pvq —A (p —A) A (g —A)
p— (A- B) pNA—-B
Vx P(x) P(x)
A — ¥x P(x) A —P(y) (nouvelle variable)
Ix P(x) —» D Ply) =D "
« - (AAB) e - AV - B
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PROVER suite

« pour la theorie des ensembles

INPUT OUTPUT
se AnB se AArseB
se AUB se AV se€B
s € SB(A) scA
CcANnB CcAACCc B
AuBc C AcBAAcCC
« programme (CYCLE)

AcB teA—- teB

p—- AcB p — (teA - teB)
« dans une sous-formule

AcB Vt (teA - teB)
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Exemple de demonstration par PROVER
SB(A) N SB(B) = SB(A N B)

Remplacement de I'égalité
SB(A) N SB(B) € SB(AN B) A SB(AN B) c SB(A) N SB(B)
Découpage

(1) SB(A) N SB(B) < SB(A N B) (2) SB(AN B) < SB(A) N SB(B)
t € SB(A) N SB(B) -t € SB(AN B)
te SB(A) At& SB(B) -t & SB(AN B)
tcAntcB-tc ANB
tcAAntcB-otcAAtcB

true true

true

Dominique Pastre Journée en hommage a Jacques Pitrat - 6 mars 2020 21



Démonstration par DATTE et Muscadet
du théoreme VAVB(P(ANB) c P(A)nP(B))

objets

hypotheses

conclusion

a,b,c, pa

pb, pc, pd

c:anmb, pc:P(c)

pa:P(a), pb:P(b)
pd:panpb

 Xepc

VAVB(P(ANB) c P(A)nP(B))
VYAYBVYCVPA YPBVYPCYPD(C:ANBAPA:P(A)APB:P(B)APC:P(C)APD:PANPB=>PCcPD)

pc c pd
. VX (Xepc => Xe pd)
X€ pc => xe pd
xe pd
XCC
X e pa A Xepb

découpe en Theoreme 1 et Theoreme 2

c:anbapa:P(A)Apb:P(b)Apc:P(c)Apd:panpb=>pccpd

Dominique Pastre
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Démonstration par DATTE et Muscadet
du théoreme VAVB(P(ANB) c P(A)nP(B))

objets  hypothéses conclusion
VAVB(P(ANB) c P(A)nP(B))
VAVB(IC:ANB, IPA:P(A), IPB:P(B), IPC:P(C), |PD:PA~PB, PCcPD
a, b, c, pa
pb, pc, pd c:anbapa:P(A)Apb:P(b)Apc:P(c)Apd:panpb=>pccpd
c:anmb, pc:P(c)
pa:®(a), pb:2(b)
\ pd:panpb pc c pd
. VX (Xepc => Xe pd)
X X€ pc => xe pd
- Xepc xe pd
XCC
X e pa A Xepb

| découpe en Theoreme 1 et Theoreme 2
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Théoréme 1

objets hypothéses conclusion
Xe pa
XCa
VX (Xex = Xea)
t te x tea
A 4
tec
tea * Théoreme 1 demontre

Théoreme 2

Xe pb

Théoréme 2 démontré
Théoréme démontré

Dominique Pastre
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Connaissances deéeclaratives
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Propriétés des connaissances déclaratives

séparées de leur mode d’emploi

données en vrac

Independantes kles unes des autres

faciles a manipuler, modifier, ajouter, enlever

genérales, utilisables dans de nombreuses applications

lisibles

parfois efficaces (ex ALICE, car l'ordre n’est pas fige)

pour les utiliser une forme procédurale est en géneéral préférable
ou méme necessaire (pour l'ordinateur !), mais il est souhaitable
qgue le systeme traduise lui-méme le déclaratif en procédures

Dominique Pastre Journée en hommage a Jacques Pitrat - 6 mars 2020 26



regles, métaregles et super-actions utilisées
dans les exemples

regles données
regle => : si concl (A => B) alors ajhyp A, nouvconcl B
regle V : si concl VX P alors créer X1 nouvconcl P,

regle concl et : si concl A B alors dem Adem B
regle def concl : si concl C, definition C<=>D alors nouvconcl D

regles construites
regle c :sihyp Ac B, hyp X € A, alors ajhyp X € B

regle "1 :sihyp C: AnB, hyp X & Calors ajhyp X € A
regle N3 :sihypC:AnB,hyp X e A, hyp X B alors ajhyp X C

regle parties1 : si hyp B:parties(A), hyp X € B alors ajhyp X < A
regle parties?2 : si hyp B:parties(A), hyp X < Aalors ajhyp X € B
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super-actions définies par des paquets de regles

pour ajhyp H si H= A A B alors ajhyp A ajhyp B
si hyp H ne rien faire
si H = Vx P(x) alors consreg (H, ...)

sinon ajouter H
pour nouvconcl affecter concl C

pour consreg si def (A<=>B) ... alors ... consreq(...)

pour consreg(k, CC, AA, ...)
si E=... alors ... consreq(...)
ajoucond(...)
ajoureq(...)
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Evolution de I'expression de la regle =>

regle => si concl A => B alors ajhyp A nouvconcl B
RECIMPXIMPY ZIMPETXY Z

regle(N, =>) :- concl(N, A=> B), ajhyp(N, A), nouvconcl(N,B)

regle(N, =>) :- concl(N, A=> B, Etape),
ajhyp(N, A, Etape1), nouvconcl(N, B, Etape1)

regle(N, =>) :- concl(N, A=> B, Etape),
ajhyp(N, A, Etape1), nouvconcl(N,B,Etape1),
traces(N,Etape1, regle(=>), <les conditions>, <les actions>,
<les étapes des antécédents>, <message>)

traces (1) écrit des messages a chaque étape (mot a mot, francais, ou rien)
(2) enregistre les parametres dans des faits tracem(...) qui seront |
examinés a la fin pour extraire la trace utile

exemple de message
pour démontrer H=>C, on suppose H et on doit démontrer C
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Déclaratif ?

* les regles (sens de JP dans M) sont des actions conditionnelles, cad
des regles opérationnelles (productions), on ajoute des faits, on crée
des objets : nécessaire car on construit les étapes d’'un démonstration

e en vrac ?
oui : on a des types de régles gérés par des métaregles (regles
generales et pas dangereuses, regles faisant les découpages (pas
trop t6t), regles qui modifient la conclusion (par exemple en
remplacant un prédicat ou un symbole fonctionnel par sa définition, ou
par tout autre chose, irréversible), regles gérant les hypothéeses
existentielles et disjonctives (expansivité possible), regles a appliquer
en premier ou en dernier
I'utilisateur peut en rajouter autant qu'il veut, c’est parfaitement
déclaratif)
non : ordre a l'intérieur des regles de méme type
- n'importe comment mais on peut tricher
- regles exclusives, ok
- regles si ... si ... alors sinon ... plus commode (et préfére par les
utilisateurs)
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 facile a manipuler, modifier, ajouter, enlever ? oui, sauf si
elles sont deja tres compliquées

« efficace ? : parfois moins efficace que des représentations
particulieres de certaines propriétes
- graphe des relations binaires de DATTE a été utilise puis
abandonné dans Muscadet
- graphe de Mérialdo a été simulé mais l'efficacité de la
représentation a disparu (sauf en cas de necessité de
donner un lemme)
- des manipulations de formules (par exemple transformer en
forme normale conjonctive) d’abord gérées par des regles
ont eté remplacées par un simple prédicat prolog recursif

 traduire du déclaratif en procédures ? non, mais
traduire du déclaratif (définitions) en regles opérationnelles
oui, par métaregles
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Création de nouveaux objets

« élimination des symboles fonctionnels (prioritaire et plutét procedural)
- regle et super-action elifon (récursive et compliquée)
P(f(x)) remplaceée par !(y:f(x)) P(y)
- regle :
si concl (!'y : f(x)) P(y) hyp(y1:f(x) alors nouvconcl P(y1)
si concl (! y : f(x)) P(y) alors creer y1 ajhyp (y1:f(x)) nouvconcl P(y1)
- superaction :
pour ajhyp H
si H= l(y:f(x))P(y), hyp (z:f(x)) alors ajhyp P(z)
si H= l(y:f(x))P(y) alors creer z, ajhyp (z : f(x)), ajhyp P(z)ajhyp P(z)
« a partir d'une hypothese dx P(x) (non prioritaire)
- pour ajhyp H si H = 3dx P(x), hyp(P(x1) alors ne rien faire
si H = dx P(x), alors créer x1, ajhyp P(x1)

- les objets seront crées un par un et le moment de cette creation est
donné par des métaregles
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Exemple en theorie des ensembles
(applications)

Théoreme : Soient trois applications f, g, h de Adans B, B dans C,
C dans A. Si parmi les trois applications hogof, gofoh, fohog, deux sont
injectives (resp. surjectives) et la troisieme est surjective (resp.
injective), alors f, g et h sont bijectives.

hogof
()
«
Par exemple (un cas parmi six) : n ¢
hogof injective
gofoh et fohog surjective c "
fohog | . - 9 B . fohog
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Cas hogof injective, gofoh et fohog surjective (un cas parmi six)

montrer que h est injective : montrer que h est surjective :
si 1 et 2 ont la méme image 3, 4 est un de 1 car
alors ils sont egaux 1 est egal a son image 5

inj

Surj surj
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Objectifs

* along terme * a court terme

Et maintenant ?
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